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Resumo
O modelo de regressão beta prime (BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO, 2018)
é bastante útil para modelar dados positivos assimétricos utilizados em diversas áreas
do conhecimento, tais como: ecomonia, administração, engenharias, biologia, agronomia,
saúde, sociologia, entre outras. A análise de modelos de regressão tem o intuito de
explicar a relação entre as variáveis do estudo. Para isso, através de testes de hipóteses
verificamos se há evidência estatística de acordo com os dados amostrais de que as hipóteses
feitas sobre os parâmetros populacionais são verdadeiras. Sabendo disso, neste trabalho
o interesse é testar hipóteses sobre os parâmetros do modelo de regressão beta prime.
Dessa forma, nós avaliamos os desempenhos dos principais testes de hipótese para o
modelo de regressão beta prime considerando os submodelos da média e da precisão em
pequenas e grandes amostras, sendo uma alternativa aos modelos lineares generalizados.
São considerados os testes da razão de verossimilhanças, escore e Wald usuais, além da
razão de verossimilhança sinalizada e gradiente. Através de simulações de Monte Carlo,
em amostras finitas, avaliamos o desempenho dos testes por meio das propriedades de
tamanho e poder. De acordo com os resultados das simulações foi possível obter evidências
de que os testes escore, gradiente e da razão de verossimilhança sinalizada apresentaram
os melhores desempenhos para os cenários abordados no estudo.

Palavras−chave: Teste de hipótese, Modelo de regressão Beta Prime, Simulação de Monte
Carlo.



Abstract
The beta prime regression model BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO (2018)
is very useful for modeling asymmetric positive data used in several areas of knowledge,
such as: economics, administration, engineering, biology, agronomy, health, sociology and
others. The analysis of regression models pursue to explain the relationship among the
study variables. To do this, through tests of hypotheses, we investigate if there is statistical
evidence according to the sample data of that the assumptions made about the population
parameters are true. In this work, the interest is to test hypotheses about the parameters of
the regression model beta prime. We evaluate the performance of the main hypothesis tests
for the beta prime regression model considering the mean and precision sub-models in small
and large samples, being an alternative to generalized linear models. By considering the
likelihood ratio test, the usuals score and Wald tests, in addition to the signed likelihood
ratio and gradient. Through Monte Carlo simulations, in finite samples, we evaluated
the performance of the tests through the properties of size and power. According to the
simulation results was possible to obtain evidence that the score, gradient and signaled
likelihood ratio tests presented the best performances for the scenarios addressed in the
study.

Keywords: Beta prime regression model, hypothesis test, Monte Carlo simulation.
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1 Introdução

Os modelos de regressão são amplamente utilizados em diversas áreas do conheci-
mento para análise de dados. O objetivo desta técnica é obter uma equação que explique
satisfatoriamente a relação entre uma variável resposta e uma ou mais variáveis explicati-
vas, possibilitando fazer predição de valores da variável de interesse. Porém, em muitas
situações práticas, algumas das suposições necessárias para utilização dos modelos clássicos
de regressão não são satisfeitas, como normalidade e homocesdasticidade. Este fato gerou
a necessidade de criar novos modelos de regressão, como os modelos lineares generalizados
(MLGs) introduzidos na literatura por NELDER; WEDDERBURN (1972).

Neste sentido, BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO (2018) propuseram
um modelo de regressão adaptado para situações em que a variável de interesse é contínua
e pertence aos reais positivos. Neste modelo foi proposta uma nova parametrização em
termos dos parâmetros de média e precisão em que que a variável resposta apresenta
distribuição beta prime (BP). Além disso, a variável de interesse relaciona-se com as
outras variáveis por meio dos parâmetros de média e precisão, como nos modelos lineares
generalizados.

Um dos objetivos principais da análise de modelos de regressão é explicar a
relação entre as variáveis do estudo de modo que podemos identificar o quanto variáveis
independentes influenciam as variáveis dependentes e, através dessa relação, realizar
previsões dos valores da variável de interesse. Porém, antes de realizar qualquer análise
sobre a modelagem estatística, é importante se certificar que o modelo foi bem ajustado
para que não acarrete em inferências imprecisas a respeitos dos dados (QUEIROZ, 2011).
Sendo assim, uma etapa usualmente realizada após a estimação dos parâmetros é a
realização de testes de hipóteses para confirmar ou refutar hipóteses sobre eles. Os testes
mais aplicados na literatura são o teste da razão de verossimilhanças, escore e Wald. Além
desses testes, este trabalho aborda os testes da razão de verossimilhança sinalizada e
gradiente.

Segundo QUEIROZ (2011), os testes citados anteriormente são realizados a partir
de valores críticos válidos para grandes amostras, o que pode conduzir a probabilidades de
erro tipo I distorcidas em amostras finitas. Portanto, ao escolher um teste de hipótese para
avaliação de um modelo de regressão, é importante que o mesmo não apresente distorções
de tamanho e seja poderoso quando avaliado em amostras finitas. Dessa forma, este
trabalho tem como objetivo avaliar numericamente o desempenho dos testes de hipoteses
para o modelo de regressão BP, considerado um modelo de regressão novo na literatura.
Por meio de simulações de Monte Carlo, avaliamos o desempenho dos testes através das
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taxas de rejeição da hipótese nula (tamanho) e das taxas de rejeição da hipótese alternativa
(poder). Além disso, foram considerados testes de hipóteses sobre os vetores de parâmetros
que indexam os submodelos da média e da precisão.

1.1 Organização do trabalho
Este trabalho é composto por mais seis capítulos, como segue:

• No Capítulo 2 apresentamos a distribuição BP;

• No Capítulo 3 abordamos o modelo de regressão BP;

• No Capítulo 4 apresentamos os testes de hipóteses considerados;

• No Capítulo 5 apresentamos os testes de hipóteses propostos para o modelo de
regressão BP;

• No Capítulo 6 avaliamos os testes abordados em amostras finitas, considerando
difirentes cenários, por meio de simulações de Monte Carlo;

• Por fim, no Capítulo 7 são apresentadas as considerações finais.
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2 Distribuição Beta Prime

A distribuição beta prime (BP) é uma distribuição de probabilidade absolutamente
contínua com suporte nos reais positivos inicialmente abordada por KEEPING (1962) e
MCDONALD (1984).

A distribuição ficou conhecida na literatura como distribuição beta inversa ou
distribuição beta do tipo dois devido a importantes estudos desenvolvidos por ABER-
NATHY; SMITH (1993) e MCDONALD; XU (1995), respectivamente. Porém, ao longo
dos anos poucos trabalhos foram desenvolvidos envolvendo esta distribuição. Dos trabalhos
existentes na literatura podemos citar, por exemplo, MCDONALD (1987) que apresentou
e discutiu algumas propriedades desta distribuição e obteve os estimadores de máxima
verossimilhança para os parâmetros. Adicionalmente, em MCDONALD; BUTLER (1990)
e, mais recente, em TULUPYEV et al. (2013) a distribuição foi utilizada no contexto
de modelos de regressão para variáveis aleatórias positivas. Além disso, segundo alguns
autores recentes como LEÃO et al. (2021), a distribuição BP pode ser utilizada em estudos
de análise de sobrevivência para mensurar dados sobre o tempo de ocorrência de eventos de
interesse. No entanto, esses trabalhos consideraram a parametrização usual da distribuição
BP, em função dos parâmetros de forma.

Seja Y uma variável aleatória que segue distribuição BP, Y ∼ BP(α,β ) cuja função
densidade de probabilidade (fdp) (KEEPING,1962) é dada por

f (y;α,β ) =
1

B(α,β )
yα−1(1+ y)−(α+β ), y > 0 (2.1)

em que α > 0, β > 0 são parâmetros de forma e B(α,β ) é a função beta dada por

∫
∞

0
tα−1(1+ t)−(α+β )dt =

Γ(α)Γ(β )

Γ(α +β )
,

e Γ(.) a função gama definida por

Γ(a) =
∫

∞

0
e−uua−1du.

A função de distribuição acumulada da distribuição BP é da forma

F(y;α,β ) = I y
1+y

(α,β ),

em que
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Ix(α,β ) =
B(x;α,β )

B(α,β )

é a função beta incompleta regularizada com

B(x;α,β ) =
∫ x

0
tα−1(1+ t)−(α+β )dt, y > 0.

A função densidade de probabilidade da distribuição BP (2.1) é decrescente com
f (y;α,β )→ ∞ ao passo que y → 0, se 0 < α < 1; quando α = 1, f (y;α,β ) é decrescente
com moda em y = 0, no caso em que α > 1, f (y;α,β ) cresce e depois decresce com moda
igual a (α −1)/(β +1). Adicionalmente para 0 < α < 1, f (y;α,β ) é côncava; se 1 < α ≤ 2,
f (y;α,β ) é convexa para baixo e, em seguida, para cima com ponto de inflexão x2; e para
α > 2, f (y;α,β ) é côncava para cima e então para baixo e novamente para cima com
pontos de inflexão em x1 e x2, em que

x1 =
(α −1)(α +2)−

√
(α −1)(β +2)(α +β )

(β +2)(β +1)

e

x2 =
(α −1)(α +2)+

√
(α −1)(β +2)(α +β )

(β +2)(β +1)
.

O r-ésimo momento de uma variável aleatória Y que segue distribuição BP pode
ser descrito da forma

E[Y r] =
B(α + r,β − r)

B(α,β )
, −α < r < β .

Para r ∈ N e r < β o r-ésimo momento pode ser simplificado por

E[Y r] =
r

∏
i=1

α + i−1
β − i

.

Dessa forma, a esperança e a variância de uma variável aleatória Y que segue uma
distribuição BP são expressas da seguinte forma

E[Y ] =
α

β −1
, β > 1, e Var(Y ) =

α(α +β −1)
(β −2)(β −1)2 , β > 2.

A distribuição BP apresenta relação com algumas outras distribuições, que são:

• Se Y ∼ F(2α,2β ), então α

β
Y ∼ BP(α,β );
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• Se Z ∼ B(α,β ), então Z
1−Z ∼ BP(α,β );

• Se V ∼ Gama(α,1) e W ∼ Gama(β ,1), então V
W ∼ BP(α,β );

• Se Y tem distribuição Lomax (Pareto tipo II), com parâmetros de escala α e de
forma λ , então Y

λ
∼ BP(1,α);

• Se Y tem distribuição Pareto com mínimo y1 e parâmetro de forma α , então Y −y1 ∼
BP(1,α);

• Se Y tem distribuição Pareto padrão tipo IV com parâmetro de forma α e parâmetro
de desigualdade γ , então Y

1
α ∼ BP(1,γ).

Em BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO (2018) a distribuição BP foi
estudada e utilizada em um contexto de modelo de regressão baseado em uma nova
parametrização, em que são consideradas duas estruturas de regressão para a média e
precisão separadamente. O modelo de regressão proposto é conveniente para modelar
dados assimétricos e é uma alternativa aos MLG’s. Neste estudo, os autores propuseram
uma parametrização da distribuição BP em termo dos parâmetros da média e da precisão,
considerando µ = α

(β−1) e φ = β −2, sendo assim α = µ(1+φ) e β = 2+φ . Dessa forma,
considerando essa nova parametrização, temos que a média e variância são dadas por

E(Y ) = µ e Var(Y ) =
µ(1+µ)

φ

respectivamente.

Portanto, de acordo com a nova parametrização, uma variável aleatória Y que segue
distribuição BP com média µ e parâmetro de precisão φ é denotada por Y ∼ BP(µ,φ).
Conforme visto acima, φ pode ser interpretado como um parâmetro de precisão uma vez
que, para µ fixo, quanto maior o valor de φ , menor a variância de Y . A função densidade
de probabilidade, considerando a nova parametrização, pode ser escrita da seguinte forma

f (y; µ,φ) =
yµ(φ+1)−1(1+ y)−[µ(φ+1)+φ+2]

B(µ(1+φ),φ +2)
, y > 0, (2.2)

em que µ > 0 e φ > 0.

As Figuras 1, 2 e 3 mostram gráficos da função densidade em (2.2) para alguns
valores de parâmetros. Dessa forma, fica evidente que a distribuição é muito flexível e pode
ser uma alternativa interessante para outras distribuições com suporte nos reais positivos.

No entanto, é importante citar que a distribuição BP pode ser escrita como per-
tencente à família exponencial das distribuições de acordo com a observação feita por
BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO, 2018.
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Figura 1 – Gráfico da função densidade de probabilidade da distribuição BP considerando
φ = 1 e distintos valores para µ

Figura 2 – Gráfico da função densidade de probabilidade da distribuição BP considerando
φ = 10 e distintos valores para µ .
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Figura 3 – Gráfico da função densidade de probabilidade da distribuição BP considerando
φ = 100 e distintos valores para µ .
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3 Modelo de Regressão Beta Prime

Como descrito no capítulo anterior, modelos de regressão BP para variáveis positivas
foram utilizados pelos autores MCDONALD; BUTLER (1990) e TULUPYEV et al. (2013)
considerando a parametrização usual da distribuição BP (2.1). Entretando, neste estudo será
considerado o modelo de regressão BP utilizado por BOURGUIGNON; SANTOS-NETO;
CASTRO (2018) considerando a nova parametrização da distribuição BP (2.2).

Sejam Y1, ...,Yn variáveis aleatórias independentes, em que cada Yi, i = 1, ...,n tem
fdp expressa em (2.2) com média µi e parâmetro de precisão φi . Considerando que a média
e o parâmetro de precisão satisfazem as seguintes relações

g1(µi) = ηi = x>i β e g2(φi) = κi = z>i λ , i = 1, ...,n. (3.1)

em que β = (β1, ...,βm)
> e λ = (λ1, ...,λM)> são vetores de parâmetros de regressão

desconhecidos, β ∈ Rm e λ ∈ RM com m + M < n, ηi e κi são os preditores lineares,
xi = (xi1, ...,xim)

> e zi = (zi1, ...,ziM)> são observações de m e M regressores conhecidos,
para i = 1, ...,n. As funções de ligação g1 : R → R+ e g2 : R → R+ em (6.1) devem ser
estritamente monótonas, positivas e ao menos duas vezes diferenciáveis, de forma que
µi = g−1

1 (x>i β ) e φi = g−1
2 (z>i λ ). As funções de ligação que podem ser empregadas nesse

modelo são a raiz quadrada e logarítmica para µ e φ . Este estudo considaramos a função
de ligação logarítmica, em que µi = g−1

1 (ηi) = exp(ηi) e φi = g−1
2 (κi) = exp(κi).

A função de log-verossimilhança de 2.2 é da forma

`(β ,λ ) =
n

∑
i=1

`(µi,φi), i = 1, ...,n, (3.2)

em que

`(µi,φi) = [µi(1+φi)−1] log(yi)− [µi(1+φi)+φi +2] log(1+ yi)− log[Γ(µi(1+φi))]

− log[Γ(φi +2)]+ log[Γ(µi(1+φi)+φi +2)].

Segundo BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO (2018), o vetor escore,
obtido diferenciando a função de log-verossimilhança (3.2), pode ser escrito na forma
matricial para β e λ , respectivamente, como

Uβ = X>
ΦD1(y∗−µ

∗),

Uν = Z>D2(y?−µ
?)
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em que X = (x1, ...,xn)
> e Z = (z1, ...,zn)

> são matrizes de covariáveis com posto m e
M, respectivamente. D1 = diag

(
∂ µ1
∂η11

, ..., ∂ µn
∂η1n

)
, D2 = diag

(
∂φ1
∂η21

, ..., ∂φn
∂η2n

)
, Φ = diag[(1 +

φ1), ...,(1+ φn)], y∗ = (y∗1, ...,y
∗
n)

> em que y∗i = log
(

yi
1+yi

)
, y? = (y?1, ...,y

?
n)

> em que y?i =

log
(

yµi
i

(1+yi)
1+µi

)
, µ∗ = (µ∗

1 , ...,µ
∗
n )

> em que µ∗
i = [Ψ(0)(µi(1+φi))−Ψ(0)(µi(1+φi)+φi+2)]

e µ? = (µ?
1 , ...,µ

?
n )

> em que µ?
i = µi

(
µ∗

i −
γi
µi

)
com γi = Ψ(0)(µi(1+φi)+φi+2)−Ψ(0)(φi+

2). Para mais detalhes, ver (A.1).

A matriz de informação de Fisher (BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO,
2018) pode ser expressa da seguinte forma

K =

[
Kββ Kβν

Kνβ Kνν

]
, (3.3)

em que Kββ = X>E3X , Kβν = (Kνβ )
> = Z>E5X e Kνν = Z>E4Z. O i-ésimo elemento de

E3, E4 e E5 são dados, respectivamente, por

e3i = (1+φi)
2[Ψ(1)(µi(1+φi))−Ψ

(1)(µi(1+φi)+φi +2)](
∂ µi

∂η1i
)2,

e4i = [µ2
i Ψ

(1)(µi(1+φi))− (1+µi)
2
Ψ

(1)(µi(1+φi)+φi +2)+Ψ
(1)(φi +2)](

∂φi

∂η2i
)2,

e

e5i =−(1+φi){Ψ
(1)(µi(1+φi)+φi+2)+µi[Ψ

(1)(µi(1+φi)+φi+2)−Ψ
(1)(µi(1+φi)]}(

∂ µi

∂η1i
)(

∂φi

∂η2i
).

em que, ψ(.) = d log[Γ(.)]
d. é a função digamma.

Para mais detalhes, ver (A.2).
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4 Testes de hipóteses

4.1 Introdução
Um dos principais usos de teste de hipótese consiste em comparar um modelo de

regressão sob a hipótese nula (modelo restrito) com o modelo sob a hipótese alternativa
(irrestrito). Em outras palavras, realiza-se uma comparação entre um modelo considerando
todos os parâmetros de interesse e um modelo obtido por meio de restrições do espaço
paramétrico (OLIVEIRA et al., 2016).

A estatística de teste é uma variável aleatória obtida a partir de dados amostrais
e utilizada em testes de hipótese para determinar se a hipótese nula deve ser ou não
rejeitada, ou seja, se há evidência estatística de acordo com os dados amostrais de que as
hipóteses feitas sobre os parâmetros populacionais são verdadeiras.

Neste estudo, o interesse é testar hipóteses sobre os parâmetros do modelo de
regressão beta prime. Como regra de decisão, se o valor da estatística de teste for maior
que o valor crítico da distribuição da estatística de teste sob a hipótese nula, rejeita-se a
hipótese nula, caso contrário não rejeita-se tal hipótese.

Considerando que o vetor de parâmetros θ pode ser escrito por θ = (θ>
1 ,θ>

2 )>,
sendo θ1 o vetor de parâmetros de interesse de dimensão r e θ>

2 o vetor de parâmetros de
perturbação de dimensão p− r. Considere as hipóteses

H0 : θ1 = θ
(0)
1 versus H1 : θ1 6= θ

(0)
1 (4.1)

em que θ
(0)
1 ∈ Θ0, o espaço paramétrico restrito Θ0 ⊂ Θ.

Neste capítulo, são apresentados os seguintes testes assintóticos: razão de veros-
similhanças (RV ) (NEYMAN; PEARSON, 1928), escore (S) (RAO, 1948), Wald (W )
(WALD, 1943), gradiente (G) (TERRELL, 2002) e razão de verossimilhanças sinalizada
(R) (SEVERINI, 2000).

4.2 Teste da Razão de Verossimilhanças
Testes baseados na função de verossimilhança são amplamente empregados dentre

as diversas técnicas para avaliação de modelos estatísticos. Este fato ocorre devido a
sua simplicidade e eficiência para realizar inferência acerca de um vetor de parâmetros
de interesse. Segundo CORDEIRO (1999), a função de verossilhança ”informa a ordem
natural de preferência entre diversas possibilidades de θ . Generalizando, entre os possíveis
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candidatos para estimar o parâmetro verdadeiro a partir dos dados, o vetor de parâmetros
mais plausível é aquele de maior verossimilhança”.

O teste da razão de verossimilhanças está naturalmente associado aos estimadores
de máxima verossimilhança. Tal teste é usualmente empregado para testar a hipótese nula
de que um determinado vetor de parâmetros satisfaz ou não certa restrição, ou ainda para
testar a hipótese nula de se um modelo restrito é ou não apropriado. Neste segundo caso,
poderíamos dizer que o teste também cumpre a função de comparar modelos.

Considerando as variáveis aleatórias Y1, ...,Yn com função de densidade dada por
fn(y1, ...,yn|θ) em que θ representa um vetor de parâmetros, podendo ser escalar ou vetorial,
ou seja, pertence ao espaço paramétrico Θ. Sendo y = (y1, ...,yn) os valores observados da
variável aleatória Y = (Y1, ...,Yn)

T e considerando que as variáveis são i.i.d., a função de
verossimilhança é definida como:

L(θ) = fn(y1, ...,yn|θ) =
n

∏
i=1

f (yi|θ). (4.2)

O estimador de máxima verossimilhança (EMV) de θ é o valor que maximiza L(θ).

Definição 1. Assumindo y1, ...,yn uma realização de Y1, ...,Yn, um teste de razão de verossi-
milhança (TRV) para H0 : θ ∈ Θ0 contra H1 : θ ∈ Θc

0 é qualquer teste que tem uma região
de forma {y ∈ ImY : λ (y)≤ c}. Sendo que a estatística do teste é

λ (Y ) =
supΘ0L(θ |Y )
supΘL(θ |Y )

. (4.3)

O compreendimento do TRV pode ser melhor entendido quando f (y|θ) é a função
de probabilidade de uma variável aleatória discreta. Neste caso, o numerador de λ (y)

representa a probabilidade máxima de Y1, ...,Yn assumirem os valores da amostra observada
y1, ...,yn sendo válida a hipótese nula. O denominador de λ (Y ) representa a probabilidade
máxima de Y1, ...,Yn assumirem os valores da amostra observada y1, ...,yn sendo a hipótese
nula verdadeira ou não.

Observe que 0 ≤ λ (y) ≤ 1 pois o numerador é o supremo com relação a θ ∈ Θ0

(subconjunto de Θ), enquanto que o denominador é o supremo com relação a todo o
conjunto Θ. Assim, deve estar próximo de 1 se H0 for verdadeira e, caso contrário, o
denominador deve ser grande em relação ao numerador e λ (Y ) deve ser próximo de zero.

Existe uma relação entre TRV’s e EMV’s. Suponha que existam θ̂ e θ̂0, respecti-
vamente estimadores de θ em Θ [Estimador Irrestrito] e em Θ0 [Estimador Restrito]. A
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estatística TRV é obtida por:

λ (Y ) =
L(θ̂0|Y )
L(θ̂ |Y )

. (4.4)

A equação acima pode apresentar a seguinte notação:

λ (Y ) =
L(θ̃)

L(θ̂)
. (4.5)

Esta estatística necessita de transformações especiais no caso de amostras finitas.
A distribuição de λ (Y ) pode ser complicada e não ter distribuição conhecida. Para grandes
amostras a estatística de teste:

RV =−2log(λ (Y )) = 2[`(θ̂)− `(θ̃)]. (4.6)

tem distribuição assintótica qui-quadrado com r graus de liberdade, χ2
r , sendo r o número

de restrinções impostas em H0. logo, rejeita-se H0 quando RV > χ2
r,(1−α), ao nível de

significância α . A equação (4.6) pode ser utilizada quando o parâmetro de interesse é um
vetor ou escalar.

4.3 Teste da Razão de Verossimilhanças Sinalizada
Com o objetivo de melhorar as aproximações obtidas para os valores críticos em

amostras finitas, ao longo dos anos foram propostas diversas correções para estatísticas de
testes assintóticos. Nesse contexto, SEVERINI (2000) apresentou a estatística da razão de
verossimilhança sinalizada dada por

R = sinal(θ̂1 −θ
(0)
1 )

√
RV , (4.7)

em que θ̂1 é o estimador de máxima verossimilhança irrestrito, θ
(0)
1 é o valor do parâmetro

sob a hipótese nula e RV é a estatística da razão de verossimilhanças. Logo, rejeita-se H0

quando R > Φ−1(1−α), ao nível de significância α , em que Φ−1 é o quantil da distribuição
normal padrão. A equação (4.7) pode ser utilizada para os casos em que o parâmetros de
interesse é escalar.

4.4 Teste Escore
Outro teste comumente usado para testar hipóteses sobre conjuntos de parâmetros

é o teste escore proposto por RAO (1948). Para o caso em que o parâmetro de interesse
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é um escalar, considerando H0 : θ1 = θ
(0)
1 e H1 : θ1 6= θ

(0)
1 , a estatística de teste escore é

dada por:

S =
[
U(θ

(0)
1 )

]2
K−1(θ

(0)
1 ), (4.8)

em que U(θ) é a função escore e K−1(θ) é a inversa da matriz de informação de Fisher
K avaliadas em θ

(0)
1 . Considerando certas condições de regularidade e sob H0, S tem

distribuição assintótica χ2
1 . Logo, rejeita-se H0 ao nível de significância δ se S > χ2

1,(1−α).

No caso em que θ = (θ>
1 ,θ>

2 )> e deseja-se testar H0 : θ1 = θ
(0)
1 contra H1 : θ1 6= θ

(0)
1 ,

sendo θ1 um vetor r × 1 de parâmetros de interesse e θ2 um vetor de (p− r)× 1 de
parâmetros de perturbação, a estatística escore é

S = Ũ
>
r K̃

θθ

rr Ũ r, (4.9)

em que Ur(.) denota o vetor r×1 que contém r elementos da função escore e Krr(.) é a
matriz r× r que contém os elementos da inversa da informação de Fisher referentes aos r

parâmetros testados, ambos avaliados em θ̃1 = (θ
(0)>
1 , θ̃>

2 ), sendo θ
(0)
1 dado e θ̃2 o vetor

de parâmetros estimador restrito de θ2.

Nesse contexto, sob H0 e quando são atendidas certas condições de regularidade,
em que r é o número de restrições em teste, S tem distribuição assintótica χ2

r . Rejeita-se
H0, se S > χ2

r,(1−α), ao nível de significância α .

4.5 Teste Wald
O teste Wald também pode ser utilizado para testar restrições sobre θ baseado

na distribuição assintótica de θ̂ . Este teste é uma generalização do teste t de Student e
recebeu esse nome em homenagem ao seu desenvolvedor, o estatístico WALD (1943). A
estatística de teste para H0 : θ1 = θ

(0)
1 contra H1 : θ1 6= θ

(0)
1 pode ser expressa como

W = (θ̂ 1 −θ
(0)
1 )2K(θ̂1), (4.10)

quando θ1 é escalar, em que θ̂1 é estimador de máxima verossimilhança de θ1, θ
(0)
1 é dado

e K(θ̂1) é a informação de Fisher avaliada no EMV irrestrito. Nesse contexto, W tem
distribuição assintótica χ2

1 . Rejeita-se H0, se W > χ2
1,(1−α), ao nível de significância α .

Da mesma forma, quando deseja-se testar a hipótse nula, sendo θ1 um vetor de
interesse levando em consideração θ2 um vetor (p− r)×1 de parâmetros de perturbação,
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a estatística de teste Wald é dada por

W = (θ̂1 −θ
(0)
1 )>

[
Krr(θ̂)

]−1
(θ̂1 −θ

(0)
1 ), (4.11)

em que Krr(θ̂) é o bloco r× r da matriz de informação de Fisher referente a θ avaliado no
EMV irrestrito.

Assim como nos testes anteriores, considerando as condições gerais de regularidade
e sob a hipótese nula, W tem distribuição assintótica χ2

r . Rejeita-se H0, se W > χ2
r,(1−α),

ao nível de significância α .

4.6 Teste Gradiente
O teste gradiente foi proposto por TERRELL (2002). Derivada a partir da estatística

escore e Wald modificada (HAYAKAWA; PURI, 1985), a estatítica gradiente apresenta
um cálculo mais simples, sem envolver produto e inversa de matrizes, por exemplo. Esta
estatística foi citada por RAO (RAO) em um artigo em que diz: ”A sugestão de Terrel é
atraente por ser mais simples de calcular. Seria de interesse investigar o desempenho da
estatística [gradiente].”

De acordo com a proposta de TERRELL (2002) quando θ1 é escalar, temos

G =U(θ
(0)
1 )(θ̂ 1 −θ

(0)
1 ) (4.12)

em que U(θ) é a função escore, θ
(0)
1 é o valor do parâmetro sob a hipótese nula e θ̂1 é

estimador do parâmetro de interesse.

No caso em que θ1 é um vetor de parâmetros de intesse, a estatística G é dada por

G = Ũ>
r (θ̂ 1 −θ

(0)
1 ) (4.13)

em que Ur é o vetor r× 1 que contém r elementos da função escore avaliado no EMV
restrito, θ

(0)
1 é o vetor de parâmetros sob a hipótese nula e θ̂1 é vetor de estimadores

irrestritos do parâmetro de interesse.

Assim como nos testes escore e Wald, considerando as condições gerais de regulari-
dade e sob a hipótese nula, G têm distribuição assintótica χ2

r . Rejeita-se H0, se G > χ2
r,(1−α),

ao nível de significância α .
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5 Testes de hipóteses para o modelo de re-
gressão Beta Prime

Nesse trabalho, serão abordados testes de hipóteses sobre os vetores de parâmetros
β e λ do modelo de regressão beta prime baseados em 4.1. As hipóteses são apresentadas
a seguir.

H0 : β1 = β
(0)
1 versus H1 : β1 6= β

(0)
1 (5.1)

e
H0 : λ1 = λ

(0)
1 versus H1 : λ1 6= λ

(0)
1 (5.2)

com β = (β>
1 ,β>

2 )>, sendo β>
1 o vetor de parâmetros de interesse de dimensão r e β>

2

o vetor de parâmetros de perturbação de dimensão p− r para submodelo da média, e
λ = (λ>

1 ,λ>
2 )>, sendo λ>

1 o vetor de parâmetros de interesse de dimensão r e λ>
2 o vetor

de parâmetros de perturbação de dimensão p− r para submodelo da precisão.

Dessa forma, sejam Y1,Y2, ...,Yn variáveis aleatórais independentes, em que cada Yi,
i = 1, ...,n, segue a função de densidade do modelo BP (2.2). As estatísticas para testar H0

(5.1) podem ser escritas da seguinte forma

RV = 2[`(θ̂)− `(θ̃)], (5.3)

R = sinal(β̂1 −β
(0)
1 )

√
RV , (5.4)

S = Ũ
>
rβ K̃

ββ

rr Ũ rβ , (5.5)

W = (β̂1 −β
(0)
1 )K̂ββ

rr (β̂1 −β
(0)
1 ), (5.6)

G = Ũ>
rβ
(β̂1 −β

(0)
1 ), (5.7)

em que θ̂ = (β̂
>
, λ̂

>
)> é o estimador de máxima verossimilhança irrestrito de θ e θ̃ =

(β̃
>
, λ̃

>
)> é o estimador de máxima verossimilhança restrito de θ , obtido pela imposição

da hipótese nula, β
(0)
1 é o vetor de valores sob a hipótese nula, Ũ>

rβ
é um vetor coluna

r-dimensional contendo os r primeiros elementos da função escore de β avaliados no EMV
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restrito, K̂ββ
rr e K̃ββ

rr são as matrizes r× r formadas pelas r primeiras linhas e r primeiras
colunas da inversa da matriz Kββ avaliadas nos estimadors de máxima verossimilhança
irrestrito e restrito, respectivamente.

Já as estatísticas para testar H0 (5.2) podem ser escritas da seguinte forma

RV = 2[`(θ̂)− `(θ̃)], (5.8)

R = sinal(λ̂1 −λ
(0)
1 )

√
RV , (5.9)

S = Ũ
>
rλ K̃

λλ

rr Ũ rλ , (5.10)

W = (λ̂1 −λ
(0)
1 )K̂λλ

rr (λ̂1 −λ
(0)
1 ), (5.11)

G = Ũ>
rλ
(λ̂1 −λ

(0)
1 ), (5.12)

em que λ
(0)
1 é seu vetor de valores sob a hipótese nula, Ũ>

rλ
é um vetor coluna r-dimensional

contendo os r primeiros elementos da função escore de λ avaliados no EMV restrito, K̂λλ
rr

e K̃λλ
rr são as matrizes r× r formadas pelas r primeiras linhas e r primeiras colunas da

inversa da matriz Kλλ avaliadas nos estimadores de máxima verossimilhança irrestrito e
restrito, respectivamente.

Sob condições usuais de regularidade e sob a hipótese nula, a distribuição das
estatísticas RV , W , S e G são aproximadamente qui-quadrado r graus de liberdade, χ2

r ,
enquanto R apresenta distribuição aproximadamente normal.
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6 Estudo de Simulação

Neste capítulo, através de simulação de Monte Carlo comparamos os desempenhos,
em amostras finitas, dos testes de razão de verossimilhança RV , razão de verossimilhança
sinalizada R, escore S, Wald W e gradiente G para os parâmetros que indexam a estrutura
da média e da precisão do modelo de regressão BP. Todas as simulações foram realizadas
utilizando a linguagem de programação R (R Core Team, 2021), 10000 réplicas de Monte
Carlo e considerando os níveis nominais de 1%, 5% e 10%. Os critérios de avaliação são o
tamanho empírico (probabilidade de rejeitar a hipótese nula quando ela é verdadeira) e o
poder empírico (probabilidade de rejeitar a hipótese nula quando ela é falsa).

Consideramos o modelo de regressão BP

g1(µi) = η i = x>i β e g2(φi) = κ i = z>i λ , i = 1, ...,n. (6.1)

em que g1(.) e g2(.) são funções de ligação, β = (β0,β1)
> e λ = (λ0,λ1)

> os vetores de
coeficientes de regressão desconhecidos e xi e zi são vetores de covariáveis. Para cada
covariável foram geradas 20 observações U (0,1) e replicadas 2, 4, 5 e 10 vezes obtendo
tamanhos de amostra 40, 80, 100 e 200. Em cada réplica geramos uma amostra aleatória
da variável dependente Y = (Y1, ...,Yn)

> com Yi ∼ BP(µi,φi), em que µi = g−1
1 (ηi) = exp(ηi)

e φi = g−1
2 (κi) = exp(κi).

As estimativas dos parâmetros do modelo de regressão BP (6.1) podem ser obtidas
por meio do pacote gamlss, contido no R (R Core Team, 2021). Para cada amostra aleatória
gerada da variável de interesse Yi ∼ BP(µi) utilizamos a função de geração de números
aleatórios rBP para a distribuição BP implementada no pacote glmBP. O pacote glmBP
fornece funções para ajustar modelos de regressão BP usando a função gamlss e contém uma
coleção de rotinas para análise de dados da distribuição de BP. Este pacote está disponível
em sua versão atual através do GitHub em devtools::install_github(”santosneto/glmBP”)
((BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO, 2018)).

Como observado no Capítulo 2, a distribuição BP pode ser bastante flexível a
depender dos valores dos parâmetros. Diante disso, neste trabalho foram considerados
quatro cenários (Tabela 1): média baixa e precisão alta (cenário I), média baixa e precisão
baixa (cenário II), média alta e precisão alta (cenário III) e média alta e precisão baixa
(cenário IV).

Adicionalmente, para o submodelo da precisão consideramos o número de restrições,
r = 2. É importante citar que isso equivale a testar a hipótese de precisão fixa, e para tal
situação, removemos a variável explicativa na estrutura do φ e consideramos λ1 = λ2 = 0.



Capítulo 6. Estudo de Simulação 31

Tabela 1 – Cenários considerados na simulação.

Cenários
Valores iniciais Intervalo

β0 β1 λ0 λ1 µ φ

I 1,3 −2,2 4,2 −0,2 (0,58; 3,39) (54,85; 66,60)
II 1,3 −2,2 1,6 −0,3 (0,58; 3,39) (3,7; 4,94)
III 3,8 −2,7 4,2 −0,2 (4,67; 40,55) (54,85; 66,60)
IV 3,8 −2,7 1,6 −0,3 (4,67; 40,55) (3,7; 4,94)

6.1 Simulação de Tamanho
As simulações de tamanho são realizadas sob a hipótese nula considerando os

parâmetros apresentados na Tabela 1, com função de ligação logarítmica para os submodelos
da média, µ, e da precisão, φ . Nesse cenário, consideramos β2 = λ2 = 0 para realizar os
testes de hipótese consideramos as estatística de teste RV , S, W , G e R. Diante disso,
baseado-se em 5.1 e 5.2, testamos as seguintes hipóteses

H0 : β2 = 0 versus H1 : β2 6= 0 (6.2)

e
H0 : λ2 = 0 versus H1 : λ2 6= 0 (6.3)

Nas simulações de tamanho, as Tabelas 2 a 5 apresentam os resultados dos testes
avaliados sobre o vetor de parâmetros do submodelo da média, enquanto as Tabelas 6 a 9
apresentam os resultados dos testes avaliados sobre o vetor de parâmetros do submodelo
da precisão considerando r = 1 e as Tabelas 10 a 13 considerando r = 2.

É esperado que à medida que o tamanho da amostra aumenta, os percentuais
de rejeição convirjam para os níveis nominais especificados, 1%, 5% e 10%. Este fato é
confirmado observando os resultados considerando todas estatísticas de teste para todos
os cenários.

Nas simulações de tamanho dos testes para o submodelo da média (µ), alguns
testes convergiram mais rapidamente que outros. Por exemplo, na Tabela 2 as estatísticas
S, G e R tiveram taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais para tamanhos de
amostras pequenos, como n = 20 e n = 40. Isto também é possível observar para os demais
cenários.

Contudo, nas simulações de tamanho para o submodelo de φ com r = 1 e r = 2
podemos observar que os tamanhos do teste Wald não convergiram para os níveis nominais
à medida que o tamanho da amostra aumentava, como por exemplo na Tabela 6 em que
as taxas de rejeição para tamanhos de amostras grandes como n = 100 e n = 200 foram
92,52% e 92,71%, respectivamente. Isto também ocorre para todos os cenários.
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Dentre os testes para as simulações de tamanho do submodelo de φ , temos que as
estatísticas S, G e R para r = 1 convergiram mais rapidamente para os níveis nominais,
como por exemplo na Tabela 8 em que as estatísticas tiveram taxas de rejeição mais
próximas dos níveis nominais para tamanhos de amostras pequenos, como n = 20 e n = 40.
Enquanto que para r = 2 a estatística S apresentou melhor desempenho comparado as
demais para tamanhos de amostras pequenos em todos os cenários, como é possível observar
na Tabela 10.

Por sua simplicidade, o teste da razão de verossimilhança original é bastante
utilizado na literatura. Contudo, sendo o mesmo notavelmente liberal, é importante citar
o ganho pelo emprego do teste na versão sinalizada.

Em geral, nas simulações de tamanho para o submodelo de µ os testes considerando
a estatística RV e W foram os que apresentaram o pior desempenho cujos tamanhos
convergiram mais lentamente para os níveis nominais adotados. Por exemplo, na Tabela
3 para n = 20, o teste baseado na estatística W apresentou taxa de rejeição de 22,38%,
16,13% e 7,72% para os níveis nominais de 10%, 5% e 1%, respectivamente. Enquanto que
o teste baseado na estatística RV apresentou taxa de rejeição de 17,85%, 10,72% e 3,72%.

Tabela 2 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário I, submodelo de µ .

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 16,8 12,08 11,42 11,21 10,25
S 12,36 10,85 10,77 10,81 9,95
W 21,12 13,57 12,23 11,79 10,58
G 14,62 11,42 11,06 10,91 10,08
R 13,75 11,28 10,87 10,57 10,14

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 10,18 6,61 6,04 5,91 5,08
S 6,23 5,34 5,39 5,32 4,85
W 14,24 7,93 6,7 6,41 5,22
G 7,86 5,8 5,63 5,49 4,89
R 8,46 5,95 5,67 5,67 5,32

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 3,32 1,52 1,21 1,13 0,99
S 1 0,92 0,88 0,91 0,88
W 6,79 2,46 1,56 1,44 1,17
G 1,4 1,07 0,93 0,95 0,88
R 2,85 1,5 1,34 1,27 1,05
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Tabela 3 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário II, submodelo de µ .

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 17,85 12,36 10,95 11,31 10,34
S 11,69 10,72 10,11 10,61 10,02
W 22,38 14,5 12,31 12,51 11,3
G 14,84 11,62 10,49 11,07 10,17
R 14,33 11,46 11,23 10,95 10,2

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 10,72 6,68 5,37 5,67 5,15
S 5,59 5,3 4,66 5,07 4,95
W 16,13 8,78 6,49 6,7 5,72
G 7,56 5,79 5,0 5,34 4,98
R 8,95 6,14 5,9 5,92 5,13

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 3,72 1,46 1,15 1,22 1,15
S 0,76 0,9 0,92 1,05 1,04
W 7,72 2,62 1,54 1,71 1,47
G 1,13 1,03 0,98 1,1 1,07
R 3,03 1,57 1,11 1,34 1,26

Tabela 4 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário III, submodelo de µ .

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 16,22 12,73 11,32 10,84 10,53
S 11,41 11,02 10,59 10,32 10,34
W 20,41 14,06 12,09 11,45 10,93
G 14,13 11,88 10,91 10,45 10,48
R 13,88 11,35 10,54 10,78 10,32

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 9,74 7,16 5,93 5,71 5,43
S 6,33 6 5,32 5,29 5,25
W 13,88 8,63 6,58 6,09 5,65
G 7,68 6,38 5,56 5,38 5,3
R 8,47 6,38 5,64 5,59 5,36

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 2,98 1,87 1,34 1,23 1,07
S 1,07 1,25 1,04 1,02 0,98
W 6,31 2,86 1,67 1,48 1,28
G 1,43 1,35 1,09 1,04 1,02
R 2,52 1,86 1,27 1,21 1,12
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Tabela 5 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário IV, submodelo de µ .

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 18,18 12,73 11,49 10,83 10,81
S 12,08 10,93 10,59 10,2 10,41
W 23,18 15,06 12,91 11,95 11,55
G 14,9 11,96 11,12 10,47 10,7
R 15,24 12 11,18 10,8 10,61

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 11,32 6,68 5,96 5,88 5,37
S 6,12 5,28 5,32 5,44 5,08
W 16,42 9,13 6,85 6,57 5,98
G 7,79 5,82 5,55 5,66 5,17
R 9,4 6,56 6,07 5,6 5,79

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 4,54 1,6 1,41 1,29 1,21
S 0,95 0,87 1,06 1,12 1,15
W 8,34 2,71 2 1,77 1,42
G 1,37 1,05 1,18 1,12 1,12
R 3,19 1,57 1,43 1,35 1,3

Tabela 6 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário I, submodelo de φ com
r = 1.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 16.99 12.57 10.76 11.17 10.15
S 8.04 9.15 9.55 9.87 9.44
W 95.65 93.74 92.85 92.52 92.71
G 16.05 12.34 10.68 11.1 10.12
R 13.89 11.21 10.91 11.12 10.78

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 10.08 6.87 5.6 5.65 5.1
S 3.5 4.33 4.63 4.52 4.82
W 94.74 92.45 91.63 91.2 91.17
G 8.96 6.54 5.41 5.53 5.07
R 8.34 6.24 5.58 5.8 5.39

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 2.96 1.72 1.36 1.06 1.21
S 0.47 0.65 0.92 0.72 1.03
W 92.82 90.13 88.89 88.56 88.39
G 2.22 1.43 1.3 1.04 1.2
R 2.58 1.66 1.17 1.1 1.05
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Tabela 7 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário II, submodelo de φ com
r = 1.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 24.22 13.07 11.04 10.82 10.5
S 8.08 9.11 9.39 9.46 9.78
W 85.6 78.17 75.62 74.39 74.19
G 22.67 12.75 10.88 10.74 10.41
RS 16.46 11.78 10.72 10.23 10.37

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 17.97 7.31 5.91 5.69 5.24
S 3.76 4.45 4.75 4.83 4.74
W 82.8 74.12 71.1 69.35 68.98
G 16.29 7.16 5.84 5.55 5.21
RS 11.18 6.57 5.63 5.37 5.21

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 11.38 2.1 1.22 1.26 0.99
S 0.57 0.85 0.8 0.92 0.85
W 77.49 66.51 62.42 60.88 60.5
G 9.68 1.99 1.17 1.2 0.96
RS 5.09 1.72 1.16 1.18 1.02

Tabela 8 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário III, submodelo de φ

com r = 1.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 17.19 12.46 10.72 10.88 10.26
S 8.17 9.16 9.25 9.68 9.68
W 96.9 95.21 94.19 94.14 94.25
G 16.22 12.1 10.63 10.81 10.23
R 14.33 11.32 10.84 10.76 10.32

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 10.03 6.86 5.41 5.55 5.17
S 3.91 4.57 4.41 4.72 4.73
W 96.29 94.34 92.92 93.17 93.05
G 8.85 6.53 5.35 5.48 5.12
R 8.37 6.09 5.36 5.62 5.25

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 3.2 1.63 1.38 1.13 1.13
S 0.56 0.91 1.11 0.91 0.98
W 94.8 92.46 90.89 91.22 90.88
G 2.57 1.5 1.32 1.12 1.11
R 2.27 1.52 1.16 1.27 1.21
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Tabela 9 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário IV, submodelo de φ

com r = 1.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 12.86 11.27 11.15 10.49
S - 8.36 9.25 9.59 9.56
W - 83.29 81.27 81.03 80.03
G - 12.74 11.06 11.06 10.43
R - 11.79 10.98 10.94 10.68

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 7.17 5.76 5.97 5.06
S - 3.59 4.29 4.68 4.8
W - 80.28 77.76 77.77 76.57
G - 7.06 5.58 5.9 5.03
R - 6.71 5.61 5.67 5.33

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 1.96 1.44 1.17 1.09
S - 0.66 0.91 0.86 0.87
W - 74.48 71.44 70.75 69.69
G - 1.8 1.27 1.07 1.1
R - 1.51 1.24 1.18 1

Tabela 10 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário I, submodelo de φ

com r = 2.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 18.51 13.84 11.45 11.23 10.08
S 7.6 9.1 9.47 9.75 9.46
W 68.97 70.23 70.85 71.19 70.02
G 17.27 13.22 11.15 11.03 9.96

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 10.89 7.54 6.1 5.88 4.91
S 3.67 4.72 5.02 5.11 4.48
W 68.9 70.11 70.72 71.07 69.87
G 9.78 7.05 6.03 5.8 4.9

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 3.53 1.84 1.49 1.37 1.02
S 0.79 0.99 1.27 0.96 0.92
W 68.75 69.95 70.3 70.75 69.52
G 2.9 1.56 1.38 1.26 0.96
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Tabela 11 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário II, submodelo de φ

com r = 2.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 14.15 12 11.37 10.71
S - 9.41 9.98 9.63 9.93
W - 67.06 66.82 66.22 66.25
G - 13.91 11.79 11.18 10.6

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 8.1 6.54 5.76 5.52
S - 4.76 4.98 4.63 5.03
W - 66.26 65.89 65.13 65.2
G - 7.9 6.31 5.71 5.38

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 2.17 1.48 1.3 1.07
S - 0.93 1.1 1.02 1.01
W - 64.57 63.94 63.09 62.75
G - 2.21 1.38 1.25 1.01

Tabela 12 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário III, submodelo de φ

com r = 2.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 18.99 13.35 11.31 10.89 11.02
S 7.3 8.82 9.52 9.51 10.09
W 68.99 69.81 69.76 69.71 69.99
G 17.38 12.71 11.11 10.75 10.86

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 11.76 7.36 6.2 5.74 5.78
S 3.68 4.43 4.85 4.74 5.3
W 68.93 69.76 69.66 69.57 69.88
G 10.2 6.93 5.88 5.59 5.69

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV 3.81 1.93 1.35 1.24 1.15
S 0.6 0.91 0.9 1.01 1.08
W 68.78 69.59 69.43 69.35 69.66
G 2.94 1.64 1.25 1.15 1.11
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Tabela 13 – Taxa de rejeição da hipótese nula (%) para a o cenário IV, submodelo de φ

com r = 2.

α = 10%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 13.94 11.81 11.3 10.76
S - 9.26 9.4 9.41 10.05
W - 67.41 67.81 67.43 67.31
G - 13.7 11.59 11 10.7

α = 5%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 7.86 5.95 5.93 5.77
S - 4.62 4.64 4.65 5.23
W - 67.01 67.15 66.79 66.5
G - 7.53 5.85 5.72 5.71

α = 1%
Estatística n = 20 n = 40 n = 80 n = 100 n = 200

RV - 2.03 1.34 1.29 1.24
S - 1.05 0.97 1.01 1.08
W - 65.87 65.86 65.51 65.17
G - 1.96 1.28 1.28 1.22

6.2 Simulação de Poder
As simulações de poder foram realizadas para os testes bilaterais razão de verossimi-

lhança, escore, Wald e gradiente e o teste unilateral da razão de verossimilhança sinalizada
sob as hipóteses alternativas apresentadas em 5.1 e 5.2 para os submodelos da média com
r = 1 e da precisão com r = 1,2.

Para encontrar os resultados para as simulações de poder no submodelo da média
quando r = 1, β0 e β1 são os valores iniciais dos parâmetros do modelo BP apresentados
na Tabela 1 e β2 têm os seguites valores -1.0, -0.5, 0.5 e 1.0 para as estatísticas RV , S, W e
G. Já no submodelo da precisão, λ0 e λ1 são os valores iniciais dos parâmetros do modelo
BP apresentados na Tabela 1 e λ2 têm valores -1.0, -0.5, 0.5 e 1.0 quando r = 1 e r = 2
para as estatísticas RV , S e G. Para a estatística R, quando o teste passa a ser unilateral,
temos β2 = 0.5,1.0 e λ2 = 0.5,1.0.

Os valores críticos utilizados para realizar as simulações de poder foram obtidos nas
simulações de tamanho com o objetivo de realizar comparações entre testes que possuem
o mesmo tamanho. Dessa forma, é importante ressaltar que os poderes dos testes Wald
não serão apresentados pois os mesmos apresentaram tamanhos muito distorcidos no que
se refere ao submodelo de φ .

As Tabelas 14 a 17 apresentam os resultados dos testes avaliados sobre o vetor de
parâmetros do submodelo da média com n igual a 20, 40 e 80, enquanto as Tabelas 18 a 21
apresentam os resultados dos testes avaliados sobre o vetor de parâmetros do submodelo
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da precisão considerando r = 1 e as Tabelas 22 a 25 considerando r = 2 com n igual a 100
e 200.

Como era de se esperar, verificamos que os poderes aumentam conforme os tamanhos
amostrais aumentam. Adicionalmente, observamos que os poderes são maiores quanto
maior o erro que cometemos na geração dos dados. Além disso, podemos concluir que
os testes apresentaram melhores resultados nos cenários em que foram considerados a
precisão alta (cenários I e III). Dentre esses dois cenários, o cenário III, considerando
valores altos para a média, foi o que apresentou melhores resultados. É importante citar
também que, de forma geral, os poderes foram maiores para os testes realizados sobre os
parâmetros da estrutura da média.

Para r = 1, observamos que o teste da razão de verossimilhanças sinalizada apre-
sentou melhores desempenhos no que se refere ao poder seguido do teste gradiente. Por
exemplo, na Tabela 18 em que os poderes para α = 10% para λ2 = 1.0 foram 74.52% e
92,82% para o teste R e 61.42% e 87.67% para o teste G com tamanhos de amostras grandes
como n = 100 e n = 200, respectivamente. Isto também ocorre para todos os cenários. Esse
desempenho superior do teste baseado na estatística R fica mais evidente nos cenários
com precisão menor. Para r = 2, verificamos que os testes são igualmente poderosos, com
poderes levemente superiores para os testes baseados nas estatísticas RV e G.

Dessa forma, baseado nos resultados encontrados nas simulações de tamanho e
poder, indicamos o uso do teste da razão de verossimilhanças sinalizada para testar
parâmetros na estrutura da média ou da precisão, quando r = 1. Na situação em que r = 2,
quando se deseja testar se a precisão é constante, por exemplo, recomendamos o uso do
teste gradiente.
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Tabela 14 – Poder dos testes (%), submodelo de µ para a o cenário I.

Teste Bilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0

RV 99.94 99.83 98.59 100 100 100 100 100 100
S 99.14 98.41 95.79 100 100 99.96 100 100 100
W 99.98 99.93 97.33 100 100 100 100 100 100
G 99.9 99.81 98.89 100 100 100 100 100 100

-0.5

RV 89.35 80.37 52.77 99.65 99.36 95.96 100 100 99.99
S 86.83 78.07 55.41 99.61 98.99 94.94 100 99.99 99.99
W 89.16 78.95 39.84 99.72 99.41 96.57 100 100 99.99
G 89.43 80.93 56.12 99.67 99.4 96.15 100 100 99.99

0.5

RV 94.1 87.69 62.96 99.96 99.82 98.56 100 100 100
S 92.4 85.61 64.32 99.92 99.79 98.04 100 100 100
W 94.08 85.84 49.08 99.97 99.85 98.68 100 100 100
G 94.32 88.4 66.91 99.96 99.82 98.61 100 100 100

1.0

RV 99.99 99.97 99.76 100 100 100 100 100 100
S 99.69 99.45 98.58 100 100 100 100 100 100
W 100 100 99.8 100 100 100 100 100 100
G 99.98 99.96 99.85 100 100 100 100 100 100

Teste Unilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 97.63 94.14 73.56 100 99.96 99.36 100 100 100
1.0 100 99.99 99.89 100 100 100 100 100 100
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Tabela 15 – Poder dos testes (%), submodelo de µ para a o cenário II.

Teste Bilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0

RV 52.91 38.5 8.24 85.6 76.64 53.96 98.97 97.5 90.49
S 54.62 41.58 21.34 84.94 75.83 53.07 98.83 97.53 90.06
W 51.43 34.48 1.44 85.8 76.32 52.37 98.96 97.47 90.7
G 54.89 43.18 21.08 85.81 76.83 54.8 98.99 97.58 90.88

-0.5

RV 23.36 14.34 2.46 41.81 29.81 12.18 67.78 56.3 30.84
S 24.84 15.95 5.76 42.24 30.34 12.77 67.7 57.2 31.92
W 23.14 12.71 1.34 41.84 28.91 11.56 67.49 55.43 30.74
G 24.42 15.78 4.85 42.18 29.93 12.57 67.93 56.73 31.61

0.5

RV 26.64 16.6 2.41 46.8 34.59 14.89 74.51 63.31 37.22
S 27.58 17.12 5.85 46.16 33.11 13.8 73.6 63.1 35.77
W 25.99 14.79 1.16 46.88 33.94 14.51 74.58 62.69 37.61
G 27.83 18.31 6.12 46.57 34.34 14.62 74.31 63.17 37.36

1.0

RV 67.01 51.87 13.59 94.94 90.13 73.49 99.95 99.77 98.31
S 66.9 53.39 28.32 94.13 88.66 70.03 99.94 99.75 97.88
W 65.74 47.58 2.01 95.1 90.03 73 99.93 99.79 98.41
G 68.36 56.48 30.09 94.83 89.93 73.08 99.95 99.77 98.3

Teste Unilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 40.54 25.75 6.21 63.2 46.41 20.99 83.86 73.54 48.6
1.0 80.16 66.5 28.79 97.88 94.84 80.6 99.99 99.95 99.2
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Tabela 16 – Poder dos testes (%), submodelo de µ para a o cenário III.

Teste Bilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0

RV 100 100 99.96 100 100 100 100 100 100
S 99.89 99.69 99.12 100 100 100 100 100 100
W 100 100 100 100 100 100 100 100 100
G 99.98 99.97 99.94 100 100 100 100 100 100

-0.5

RV 97.77 95.02 81.19 99.98 99.97 99.73 100 100 100
S 95.69 91.61 78.55 99.96 99.89 99.22 100 100 100
W 98.07 95.31 74.28 99.98 99.97 99.79 100 100 100
G 97.73 95.27 82.36 99.98 99.97 99.74 100 100 100

0.5

RV 98.66 96.62 84.14 100 99.99 99.78 100 100 100
S 97.01 94.25 81.83 99.99 99.91 99.62 100 100 100
W 98.67 96.55 76 100 99.99 99.84 100 100 100
G 98.62 96.92 86.04 100 99.98 99.81 100 100 100

1.0

RV 100 100 100 100 100 100 100 100 100
S 99.95 99.91 99.73 100 100 100 100 100 100
W 100 100 99.99 100 100 100 100 100 100
G 100 100 99.98 100 100 100 100 100 100

Teste Unilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 99.44 98.58 90.33 100 100 99.96 100 100 100
1.0 100 100 100 100 100 100 100 100 100
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Tabela 17 – Poder dos testes (%), submodelo de µ para a o cenário IV.

Teste Bilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0

RV 60.21 46.83 2.57 96.59 93.43 81.02 99.98 99.9 99.21
S 60.07 49.9 29.69 95.86 92.34 79.51 99.98 99.85 99.05
W 59.52 43.32 1.3 96.86 94.05 80.28 99.97 99.91 99.37
G 61.84 52.07 28.16 96.55 93.59 80.74 99.98 99.9 99.23

-0.5

RV 29.88 17.66 1.22 56.43 43.62 22.06 84.24 74.21 49.36
S 32.45 21.11 7.84 56.51 43.62 22.73 84.16 74.35 50.59
W 29.01 15.75 1.09 56.15 43.89 20.21 84.15 74.42 50.53
G 31.65 20.85 6.38 56.5 43.78 21.65 84.28 74.11 49.41

0.5

RV 32.28 19.5 1.13 58.88 47.04 24.22 86.12 77.49 52.51
S 33.6 22.37 7.46 58.72 45.85 23.6 85.65 76.56 52.29
W 30.82 16.18 1.16 58.43 46.58 22 86.01 77.18 53.04
G 34.59 23.86 8.02 58.95 47.32 24.23 86.03 77.38 52.88

1.0

RV 76.48 60.92 2.63 97.97 95.82 86.4 100 100 99.72
S 76.14 63.67 35.27 97.43 94.9 83.9 100 100 99.68
W 74.83 54.29 1.31 98.09 96.04 84.88 100 99.99 99.73
G 78.46 66.9 37.81 97.96 95.85 86.06 100 100 99.72

Teste Unilateral
n=20 n=40 n=80

β2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 4.8 1 0 72.85 57.81 31 92.44 85.66 62.93
1.0 25.43 3.57 0.02 99.31 97.82 90.48 100 100 99.92

Tabela 18 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 1 para a o cenário I.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV 60.01 48.22 26.56 87.25 79.21 56.14
S 59.07 47.72 26.86 86.94 78.21 55.18
G 60.1 48.28 26.48 87.25 79.17 56.3

-0.5
RV 25.3 16.55 6.23 41.57 29.82 11.73
S 25.41 17.06 6.64 42.17 29.48 11.91
G 25.33 16.63 6.16 41.62 29.8 11.8

0.5
RV 24.55 15.96 6.05 41.01 28.62 11.28
S 24.24 16.06 6.07 41.05 28.08 11.33
G 24.5 15.93 5.9 41.01 28.47 11.26

1.0
RV 61.42 49.8 27.51 87.68 79.7 57.71
S 60.92 48.96 26.95 87.49 78.7 56.67
G 61.42 49.69 27.26 87.67 79.64 57.69

Teste Unilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 36.57 23.76 9.29 53.14 39.85 17.59
1.0 73.82 60.94 35.7 93.28 87.08 68.54
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Tabela 19 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 1 para a o cenário II.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV 45.31 33 13.88 70.03 58.58 35.77
S 44.73 32.08 14.1 69.31 58.13 35.46
G 45.43 33.09 13.74 70.07 58.54 35.62

-0.5
RV 21.06 12.31 3.75 31.27 20.76 8.35
S 21.31 12.59 3.87 31.07 21.16 8.66
G 21.1 12.41 3.76 31.26 20.76 8.24

0.5
RV 21.48 12.93 3.92 34.37 23.79 9.74
S 21.5 12.95 3.87 34.17 23.58 9.83
G 21.45 13.04 3.92 34.28 23.71 9.62

1.0
RV 54.55 41.43 20.46 81.09 71.87 49.22
S 54.36 40.85 20.11 80.73 71.41 48.73
G 54.53 41.56 20.4 81.05 71.73 48.87

Teste Unilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 33.9 21.16 6.87 48.76 34.32 14.32
1.0 69.18 54.7 28.39 89.24 81.15 58.86

Tabela 20 – Poder dos testes (%), submodelo de φ para a o cenário III.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV 61.35 49.1 26.69 87.35 80.05 57.77
S 60.47 48.61 26.63 86.98 78.93 57.9
G 61.46 49.24 26.98 87.37 80.03 58.11

-0.5
RV 25.2 16.15 5.13 40.4 29.05 11.2
S 24.89 16.5 5.24 40.57 28.79 11.8
G 25.3 16.25 5.22 40.38 29.02 11.31

0.5
RV 24.92 16.05 5.64 40.07 28.8 11.54
S 24.61 15.62 5.66 40.21 28.47 11.71
G 24.89 16.01 5.71 40.01 28.69 11.61

1.0
RV 62.47 48.97 26.47 86.92 79.55 58.31
S 61.25 48.37 25.62 86.66 78.43 57.87
G 62.39 48.86 26.55 86.9 79.4 58.38

Teste Unilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 36.58 24.31 8.44 54.33 39.14 16.38
1.0 74.52 62.15 34.05 92.82 86.52 66.29
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Tabela 21 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 1 para a o cenário IV.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV - - - 69.05 57.83 33.04
S - - - 68.68 56.51 33.86
G - - - 69.04 57.61 32.99

-0.5
RV 20.62 12.57 3.83 30.97 21.43 7.29
S 20.83 13.11 3.87 31.31 21.03 8.19
G 20.61 12.57 3.8 30.97 21.33 7.36

0.5
RV 21.56 13.11 4.39 34.37 24.32 8.7
S 21.51 13.46 4.3 34.52 23.61 9.33
G 21.53 13.1 4.35 34.34 24.21 8.7

1.0
RV 53.58 40.87 21.16 81.21 72.19 47.57
S 53.05 40.95 20.34 80.59 70.93 48.41
G 53.59 40.76 20.92 81.2 71.88 47.57

Teste Unilateral
n=100 n=200

λ2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%
0.5 R 32.92 20.83 6.86 47.13 34.01 14.33
1.0 67.25 53.28 28.19 88.96 81.01 59.43

Tabela 22 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 2 para a o cenário I.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ1,2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV 59.82 47.25 24.27 88.02 81.01 60.01
S 58.05 45.09 23.79 86.65 79.38 57.27
G 59.87 47.16 24.55 87.99 80.96 60.05

-0.5
RV 23.48 14.7 4.5 39.89 28.57 11.31
S 23.3 14.16 4.79 39.04 28.03 10.9
G 23.46 14.55 4.52 39.83 28.39 11.39

0.5
RV 24.39 15.11 4.99 40.65 29.28 12.47
S 24.34 15.08 5.48 40.13 29.94 12.67
G 24.45 15.12 5.14 40.75 29.31 12.72

1.0
RV 63.12 51.33 28.04 89.91 83.26 64.25
S 62.72 49.94 29.24 89.25 82.84 63.62
G 63.2 51.35 28.65 89.97 83.3 64.81
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Tabela 23 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 2 para a o cenário II.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ1,2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV - - - 65.68 53.07 30.51
S - - - 63.71 51.06 27.1
G - - - 65.06 52.51 29.84

-0.5
RV 18.86 11.13 2.78 29.57 18.97 6.73
S 18.96 11.13 3.19 29.3 18.45 6.07
G 18.55 11.11 2.75 29.24 19.05 6.64

0.5
RV 22.33 13.83 4.29 35.16 24.03 9.49
S 22.41 14.41 4.75 35.66 23.96 9.66
G 21.97 14.03 4.42 34.99 24.17 9.63

1.0
RV 57.27 45.53 22.94 85.53 77.29 57.67
S 57.37 45.15 23.94 84.75 76.85 56.17
G 57.23 45.83 23.29 85.45 77.55 58.02

Tabela 24 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 2 para a o cenário III.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ1,2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV 60.9 48.46 25.31 87.38 79.49 59.03
S 59.5 46.87 23.41 86.22 77.47 55.59
G 60.81 48.54 24.86 87.33 79.29 58.51

-0.5
RV 23.77 14.84 4.53 38.48 26.48 10.06
S 23.74 14.8 4.34 38.29 25.82 9.59
G 23.72 14.97 4.43 38.47 26.25 9.78

0.5
RV 24.88 15.61 5.02 38.84 27.23 11.25
S 24.59 15.73 5.24 39.1 27.16 11.73
G 24.93 15.71 4.98 38.9 27.16 11.24

1.0
RV 63.28 51.29 27.51 88.57 81.5 62.2
S 62.75 50.89 28.21 88.13 80.97 61.82
G 63.35 51.65 27.46 88.62 81.41 62.35
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Tabela 25 – Poder dos testes (%), submodelo de φ com r = 2 para a o cenário IV.

Teste Bilateral
n=100 n=200

λ1,2 Estatística 10% 5% 1% 10% 5% 1%

-1.0
RV - - - - - -
S - - - - - -
G - - - - - -

-0.5
RV 19.63 11.58 3.65 28.45 18.35 5.78
S 20.11 12.02 3.41 28.12 18.02 5.95
G 19.54 11.51 3.47 28.38 18.31 5.57

0.5
RV 22.27 12.84 4 34.65 23.19 8.23
S 22.34 13.96 4.09 34.69 23.44 8.8
G 22.24 12.89 3.86 34.73 23.24 8.11

1.0
RV 57.7 44.26 22.77 84.57 75.89 54.35
S 57.46 45.17 22.66 83.9 75.15 54.62
G 57.91 44.23 22.39 84.65 76.18 54.23
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7 Considerações Finais

7.1 Conclusão
É comum em inferência que após a estimação dos parâmetros do modelo de regressão

sejam feitos testes de hipóteses sobre eles. Neste estudo, o interesse é avaliar os desempenhos
dos testes da razão de verossimilhanças, escore e Wald usuais comparativamente aos testes
da razão de verossimilhanças sinalizada e gradiente sobre os parâmetros do modelo de
regressão beta prime. Os resultados apresentados foram obtidos por meio de simulação
de Monte Carlo em amostras finitas. Considerou-se o modelo de regressão beta prime
com dispersão variável abordando testes de hipóteses sobre os vetores de parâmetros que
indexam os submodelos da média e da dispersão.

De forma geral, através das simulações, os resultados apresentados sugerem que, a
medida que o tamanho da amostra aumenta, o tamanho empírico dos testes abordados ficam
muito próximos dos níveis de significância selecionados. Verifica-se que os testes baseados
nas estatísticas escore, gradiente e razão de verossimilhanças sinalizada, apresentaram
taxas de rejeição empíricas mais próximas dos níveis nominais do que os testes baseados
nas estatísticas razão de verossimilhanças convencional e Wald.

Além disso, observamos que o teste da razão de verossimilhanças sinalizada apre-
sentou melhores desempenhos no que se refere ao poder para r = 1, enquanto que para
r = 2 os testes baseados nas estatísticas RV e G são levemente mais poderosos que os
demais.

Portanto, baseado nos resultados encontrados nas simulações de tamanho e poder,
indicamos o uso do teste da razão de verossimilhanças sinalizada para testar parâmetros
na estrutura da média ou da precisão, quando r = 1. Na situação em que r = 2, quando
se deseja testar se a precisão é constante, por exemplo, recomendamos o uso do teste
gradiente.
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A Apêndice

Neste apêndice serão apresentados os detalhes necessários para obtenção das
quantidades: a função escore U e matriz de informação de Fisher K. Estas quantidades
foram obtidas inicialmente no artigo de BOURGUIGNON; SANTOS-NETO; CASTRO
(2018).

A.1 Vetor Escore
Primeiramente mostraremos como foram obtidos os elementos do vetor escore

para essa classe de modelos. A função escore é obtida pela diferenciação da função de
log-verossimilhança (3.2) com respeito ao β j e νk e são dados por

U j =
∂`(β ,ν)

∂β j
=

n

∑
t=1

∂`(µt ,φt)

∂ µt

dµt

dη1t

∂η1t

∂β j

=
n

∑
t=1

[(1+φt) logyt − (1+φt) log(1+ yt)− (1+φt)ψ(µt(1+φt))

+(1+φt)ψ(µt(1+φt)+φt +2)]
dµt

dηt
xt j

=
n

∑
t=1

(1+φt)[log(
yt

(1+ yt)
)−ψ(µt(1+φt)+ψ(µt(1+φt)+φt +2)]

dµt

dη1t
xt j

=
n

∑
t=1

(1+φt)(y∗t −µ
∗
t )

dµt

dη1t
xt j,

e
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Uk =
∂`(β ,ν)

∂νk
=

n

∑
t=1

∂`(µt ,φt)

∂φt

dφt

dη2t

∂η2t

∂νk

=
n

∑
t=1

[µt logyt − (µt +1) log(1+ yt)−µtψ(µt(1+φt))−ψ(φt +2)

+(µt +1)ψ(µt(1+φt)+φt +2)]
dφt

dη2t
ztk

=
n

∑
t=1

[log(
yµt

t

(1+ yt)(µt+1)
)−µt(ψ(µt(1+φt))−ψ(µt(1+φt)+φt +2))−ψ(φt +2)

+ψ(µt(1+φt)+φt +2))]
dφt

dη2t
ztk

=
n

∑
t=1

[y?t −µt(µ
∗
t −

γ

µt
)]

dφt

dη2t
ztk

=
n

∑
t=1

(y?t −µ
?
t )

dφt

dη2t
ztk,

em que, ψ(.) = d log[Γ(.)]
d. é a função digamma, y∗t = log( yt

(1+yt)
), µ∗

t = ψ(µt(1+φt)−ψ(µt(1+

φt)+ φt + 2), y?t = log( yµt
t

(1+yt)(µt+1) ) e µ?
t = µt(µ

?
t − γ

µt
) onde γ = ψ(φt + 2)−ψ(µt(1+ φt)+

φt +2).

A função escore pode também ser escrita na forma matricial

Uβ = X>
ΦD1(y∗−µ

∗),

Uν = Z>D2(y?−µ
?),

em que D1 = diag[ ∂ µ1
∂η11

, ..., ∂ µn
∂η1n

], D2 = diag[ ∂φ1
∂η21

, ..., ∂φn
∂η2n

], Φ = diag[(1 + φ1), ...,(1 + φn)],
y∗ = (y∗1, ...,y

∗
n)

>, y? = (y?1, ...,y
?
n)

>, µ∗ = (µ∗
1 , ...,µ

∗
n )

> e µ? = (µ?
1 , ...,µ

?
n )

>.

A.2 Matriz de Informação de Fisher
A matriz de informação de Fisher é obtida a partir da segunda derivada da função

log-verossimilhança (3.2), que são expressos da forma a seguir:

1. para β j e βl, com j, l = 1, ...,m, temos

U jl =
∂ 2`(β ,ν)

∂β j∂βl
=

n

∑
t=1

{∂ 2`(µt ,φt)

∂ µ2
t

(
dµt

dη1t
)2 +

∂`(µt ,φt)

∂ µt
(

∂

∂ µt

dµt

dη1t
)

dµt

dη1t
}xt jxtl

=
n

∑
t=1

{−(1+φt)
2[ψ(1)(µt(1+φt))−ψ

(1)(µt(1+φt)+φt +2)](
dµt

dη1t
)2

+
∂`(µt ,φt)

∂ µt
(

∂

∂ µt

dµt

dη1t
)

dµt

dη1t
}xtkxtl.
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Sob condições de regularidade, obtemos E(∂`(µt ,φt)
∂ µt

) = 0. Assim, temos que

Kββ =−E(U jl)

=
n

∑
t=1

(1+φt)
2[ψ(1)(µt(1+φt))−ψ

(1)(µt(1+φt)+φt +2)](
dµt

dη1t
)2xt jxtl.

2. Para β j e νk, com j = 1, ...,m e k = 1, ...,M, temos

U jk =
∂ 2`(β ,ν)

∂β j∂νk
=

n

∑
t=1

∂ 2`(µt ,φt)

∂ µt∂φt

dµt

dη1t

dφt

dη2t
xt jztk

=
n

∑
t=1

{(y?t −µ
?
t )+(1+φt)[ψ

(1)(µt(1+φt)+φt +2)+µt [ψ
(1)(µt(1+φt)+φt +2)

−ψ
(1)(µt(1+φt))]]}

dµt

dη1t

dφt

dη2t
xt jztk.

Tomando o valor esperado sobre a função, temos que

Kβν =−E(U jk)

=−
n

∑
t=1

(1+φt)[ψ
(1)(µt(1+φt)+φt +2)+µt [ψ

(1)(µt(1+φt)+φt +2)−ψ
(1)(µt(1+φt))]]

dµt

dη1t

dφt

dη2t
xt jztk.

3. Para νk e νp, com k, p = 1, ...,m, temos

Ukp =
∂ 2`(β ,ν)

∂νk∂νp
=

n

∑
t=1

{∂ 2`(µt ,φt)

∂φ 2
t

(
dφt

dη2t
)2 +

∂`(µt ,φt)

∂φt
(

∂

∂φt

dφt

dη2t
)

dφt

dη2t
}ztkzt p

=
n

∑
t=1

{−[µ2
t ψ

(1)(µt(1+φt)− (µt +1)2
ψ

(1)(µt(1+φt)+φt +2)+ψ
(1)(φt +2)](

dφt

dη2t
)2

+
∂`(µt ,φt)

∂φt
(

∂

∂φt

dφt

dη2t
)

dφt

dη2t
}ztkzt p.

Sob condições de regularidade, obtemos E(∂`(µt ,φt)
∂φt

) = 0. Assim, temos que

Kνν =−E(Ukp)

=
n

∑
t=1

(µ2
t ψ

(1)(µt(1+φt))− (µt +1)2
ψ

(1)(µt(1+φt)+φt +2)+ψ
(1)(φt +2))

(
dφt

dη2t
)2ztkzt p.
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A matriz de informação de Fisher pode ser escrita na forma matricial

K =

[
Kββ Kβν

Kνβ Kνν

]
=

[
X>E3X X>E5Z
Z>E5X Z>E4Z

]
,

em que cada elemento de E3, E4 e E5 são, respectivamente, dado por

e3i = (1+φi)
2[Ψ(1)(µi(1+φi))−Ψ

(1)(µi(1+φi)+φi +2)](
∂ µi

∂η1i
)2,

e4i = [µ2
i Ψ

(1)(µi(1+φi))− (1+µi)
2
Ψ

(1)(µi(1+φi)+φi +2)+Ψ
(1)(φi +2)](

∂φi

∂η2i
)2,

e

e5i =−(1+φi){Ψ
(1)(µi(1+φi)+φi+2)+µi[Ψ

(1)(µi(1+φi)+φi+2)−Ψ
(1)(µi(1+φi)]}(

∂ µi

∂η1i
)(

∂φi

∂η2i
).

———————————————————————
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